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Von

H. Preuss und H.-H. SCHMIDTKE

Die MO-LCAO-Theorie in der einfachen Einteilchenniherung kann verbessert werden,
indem durch Anderung der Kernwechselwirkungsenergie Fehler in der potentiellen Energie
der Elektronen nidherungsweise kompensiert werden.

Wir berechnen Potentialkurven fiir Hy* und H, und vergleichen sie mit denen der ein-
fachen MO-LCAO-Theorie, wobei wir vom Kernabstand abhingige Abschirmzahlen verwen-
den.

Nous proposons une amélioration de la théorie MO-LCAO simple (fonctions mono-élec-
troniques séparées). Les erreurs du calcul de I’énergie potentielle électronique sont compen-
sées approximativement par une modification de I'énergie internucléaire. Des courbes d’énergie
calculées pour Hy* et H, sont comparées aux résultats de la théorie MO-LCAO simple; des
charges effectives dependant de la distance internucléaire sont introduites.

An improvement of the MO-LCAO-theory in the simple one particle approximation is
proposed by including an internuclear repulsion in the electronic potential energy term of the
Hamiltonian such that correct wave functions yield correct energy formulas for the Coulomb
interactions. Energy curves are calculated for H,+ and H, and compared to the results ob-
tained by simple MO-LCAOQ-theory with screening factors depending on the internuclear
distance.

In der Theorie der Molekiilzusténde (molecular orbital theory, MO) im allge-
meinen und in der Néherungsstufe im besonderen, bei der die Funktionen durch
Linearkombination der Atomfunktionen angendhert werden (MO-LCAO), be-
riicksichtigt man die Wechselwirkung des Kerngeriistes gemeinhin durch eine
einfache Addition von Coulombschen AbstoBungstermen zu der vorher berechne-
ten gesamten Elektronenenergie des Molekiils.

Im Rahmen der Theorie der z-Elektronensysteme, wo das o-Skelett als fest-
gehalten vorausgesetzt wird, sind diese Terme eine Konstante, so daB die Kern-
wechselwirkung fiir solche Probleme vorerst keine Rolle spielt. Mit dieser Fest-
setzung werden natiirlich die Kernabstinde B von vornherein empirisch vor-
gegeben, obwohl es wiinschenswert wére, dafl die Theorie auch diese zu berechnen
gestattet. Bisher ist der Einflufl der KernabstoBung nur sehr grob entweder durch
eine angenommene R-Abhingigkeit der vorkommenden Integrale [1, 3] oder durch
eine Variation der o-Elektronenenergie mit den Kernabstdnden beriicksichtigt
worden [3].

In vielen Fillen ist es aber interessant, den Verlauf von Einelektronenenergie-
zustéinden mit der Anderung der Kernabstinde unter Beriicksichtigung der Kern-
wechselwirkung zu untersuchen. Denn solche Einelektronenenergieniveaus sind
gemeint, wenn man von bindenden und antibindenden Zustdnden spricht. Will
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man sich eine Vorstellung tiber das Maf} des bindenden oder antibindenden Charak-
ters solcher Molekiilbahnen bei verschiedenen Kernabstinden verschaffen, sucht
man also in der Theorie nach der Grofle, mit der ein bindender Zustand das Mole-
kiil stabilisiert und ein antibindender Zustand es lockert, so ist in das betreffende
Niveau die KernabstoBung in irgendeiner Weise einzubeziehen. Und zwar hat die
Einfihrung der Kernwechselwirkung in die Einelektronenniveaus sinnvollerweise
so zu erfolgen, daBl die Summation tber alle besetzten Niveaus die gesamte Kern-
wechselwirkung des Molekiils ergibt. Am einfachsten ist es, etwa die Kernwechsel-
wirkung gleichartig auf alle Elektronenzustinde aufzuteilen. Der Hamilton-
Operator H fiir das Einelektronenproblem ist dann

H=T+7V+—W, (1)
n

wo T’ die kinetische, V' die potentielle Energie des Elektrons, » die Zah! der Elek-
tronen und W die gesamte Kernwechselwirkung des N-atomaren Molekills in

atomaren Einheiten ist:
N—1 N
Wy 3 L (2)
= p=T+1 B
(Z3, Z,, sind die Kernladungszahlen und R;, die Kernabstdnde).

Nun liefert die einfache MO-LCAO-Theorie, in der die Elektronenwechsel-
wirkung durch Ti -Glieder im Hamilton-Operator explizite nicht berticksichtigt
ist, nur angendherte Eﬁergiewerte, die, wie wir wissen, die wahren Werte in den
meisten Féillen nur schlecht reproduzieren. Die Kernwechselwirkung geht aber
mit der Coulombschen AbstoBung Gl. (2) exakt in die Rechnung ein. Das Gesamt-
resultat setzt sich also zusammen aus Ergebnissen, die aus zwei verschiedenen
Néaherungsstufen gewonnen werden. Es folgt fiir das Gesamtergebnis, dafl dieses
hochstens die (rite der niedrigsten Naherungsstufe haben kann, aber in den meisten
Fillen eher noch schlechter ist. Es scheint also sinnvoll, durch einen geeigneten
Ansatz die Kernwechselwirkung der Gite der LCAO-Néherung anzupassen, um
mit Hilfe der freien Wahl eines solchen Ansatzes eine hohere Naherungsstufe fiir
die MO-LCAO-Theorie und damit eine Verbesserung des Gesamfresultats zu er-
reichen. Dieser Ansatz kann etwa in der gleichen Weise erfolgen, wie das Uber-

1 . . . .
wilzen des - -Terms im Hamilton-Operator des Gesamtatoms auf die Glieder

7]
potentieller Energie durch die Einfithrung eines Abschirmpotentials nach Sta-
TER [4], um die Separierbarkeit der Schrodinger-Gleichung zu erreichen. Wir wollen
nun ein dhnliches Verfahren vorschlagen, indem wir die Kernwechselwirkung W in
Gl. (1) ebenfalls auf den potentiellen Energieterm V iiberwélzen, hier mit dem Ziel,
eine Verbesserung in der Giite unserer Naherungslésung zu erreichen.

Formalismus

Betrachten wir einen orthonormierten Satz von angeniherten Einelektronen-
molekiilfunktionen @; (i = 1---n), die etwa aus einem Sikularproblem erhalten
worden sind, so ist mit dem Hamilton-Operator GL (1) fiir den i-ten Zustand

= CHAHIGD =<HIT 50 +<HmIV|FD> + W . @3
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Bezeichnen wir mit T; und ¥; die Erwartungswerte der kinetischen und potenti-
ellen Energie, berechnet mit der Ndherungsfunktion 7;;;, und nennen 4 den Hamil-
ton-Operator fiir die reine Elektronenenergie ¢;, so wird

~

~ ~ 1 ~ 1 - 1
i=T7,+Vz+—W=kg—[——W:gb+_W’ (4)
n n n

wobei ¢; entsprechend die geniéiherte Elektronenenergie fiir ¢; ist. Die Gesamtenergie
errechnet sich dann im Rahmen des einfachen MO-LCAOQ- Ansatzes aus

&=k + W (5)

mit &; = 0,1 oder 2, den Besetzungszahlen im Sinne des Pauli-Prinzips. In Gl. (5)
ist die Kernwechselwirkung in iiblicher Weise beriicksichtigt. Die richtige Energie
des ¢-ten Zustandes ergibt sich ganz entsprechend mit Hilfe des exakten Ein-
elektronenfunktionensatzes ¢;, den wir nicht kennen, aber als existent voraus-
setzen, zu

1
g =<\ H|gi)>=<q;| T + V+7W1<Pi>
= = 1 1
=T +Vi+ —W=e¢+—W. (6)
n n

Wir schreiben nun den Hamilton-Operator Gl. (1) um, indem wir die Kern-
wechselwirkung auf das potentielle Glied itberwilzen, so dafl Gl. (6) iibergeht in

/1 — —
e =< @i| T+ V+TW‘!;01> =L @i| T+ PiV|giy =Ty + PV, (7)

wobei wir ein P; einfithren, das nach

w
Py=1+ —= (8)

nV;

von der Kernwechselwirkung W abhingt. Ebenso ist nun der Hamilton-Operator
in Gl. (7) vom ¢-ten Elektronenzustand abhingig. Mit Hilfe dieser Definition er-
gibt sich beziiglich der Nsherungsfunktion g; anstelle von Gl. (3) eine andere Appro-
ximation fiir die Energie

P =< @i|H|pi> =<@| T+ PV|[gi> , 9
woraus wir mit Hilfe von Gl. (8)
ﬁi
12
erhalten, wo die Kernwechselwirkung nur mit einem Faktor behaftet ist. Der An-

satz nach Gl (7) und (8) ist so gew#hlt, da8 der Energieausdruck (9) bzw. (10)
fiir @; = @; in die exakte Losung iibergeht. Wegen

~ ~ 1
B0 —hi+—W (10)

~
Vi ~

= = '1 und h@; = €3 (11)
Vi
ergibt sich ndmlich dann aus Gl. (10) mit Hilfe von Gl. (6)
B —e W= (12)

Man darf annehmen, daB £ nach Gl. (10) die Energien besser beschreibt als &;,
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welches sich nach der konventionellen MO-Theorie ergibt, da ersteres die Kern-
wechselwirkung in der gleichen Naherungsstufe enthélt wie die Elektronenenergie,
was nach dem in der Einleitung gesagten eine bessere Ausgangsbasis liefert.

Zur Bestimmung der V; wenden wir den Virialsatz an. Bekanntlich gilt fiir die
exakten Mittelwerte im Falle zwelatomiger Molekiile mit dem Abstand R nach
dem Virialsatz, einschl. Kernwechselwirkung

pow (5@
Vz+‘b:2€zTR ;

w des
Vi=2g@-—7+1~362. (13)

Gehen wir damit in Gl. (10) ein, so ergibt sich

~ . 7~
50 (2o o+ RS~ T2 S -Lhi=0  ay
oder
~ dei ~ ~ ~ W - W ~ ~
P + - R g @ =) —hie — —FD 4 o (hy — Vi) =0, (15)

Wir definieren in weiterer Naherung ein £, das durch Gleichsetzen von & und
£® entsteht:

g =0 =3P . (16)
Dieser Proze kommt einer Art Mittelung zwischen & und ® gleich. Damit wird

Gl. (15)

~@2 , 1 pOE® ~g ¥ 7o 5
[ + 5 B 57 (67 — b)) — T + 5o 2n(iz Vi)=0 . (17)

Diese Glelchung wire nun nach z{? zu l6sen; alle anderen darin vorkommenden

Gréflen wie hl, VZ und W sind mit Hilfe des Funktionensatzes 713@ berechenbar.
Man erhilt die Energie als Funktion vom Kernabstand R

&P =f(R) . (18)
Fiir die Nahe des Gleichgewichtsabstandes gilt dariiber hinaus
S Zi(s)
2 =0 (19)
so dall sich Gl. (17) vereinfacht zu
~ ~a [T W W~ ~
EOP = 20 (e + 5] + 9o - T =0 (20)

eine Gleichung 2. Grades, von der nur die Wurzel

~ 1 [/~ w 1 /% W2 W~ ~
g =?<hz+§;) + l/z<hz + “2‘n—> —%(hi — V) (21)

gilt, da nur fiir diese der richtige Energieausdruck beim Ubergang zu den exakten
Eigenfunktionen ; erhalten wird. Bei numerischen Rechnungen gilt jedoch die

negative Wurzel, da sonst wegen (7% -+ 2—VZ> < 0 das Vorzeichen durch das Qua-

drat in der Wurzel verlorengeht. Wir nehmen nun an, da8 Gl. (20) bzw. (21) eine
gute Naherung zu Gl. (17) hinsichtlich der Gleichgewichtsabstinde und -energien
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ist. Ausgehend vom Ansatz GL (7) und (8) und der Naherung Gl. (16) ist die Theo-
rie also vollsténdig parameterfrei formuliert worden. Wir schlieBen im folgenden
einige Testrechnungen fiir den Grundzustand des Hj und H,-Molekiils an,
deren Energiekurven in Abhéngigkeit vom Kernabstand R in der Nihe des Gleich-
gewichtsabstandes nach Gl. (21) bestimmt wurden.

Rechnungen
Das Wasserstoffmolekiilion HZ

Die Energiekurve fiir den Einelektronenfall # = 1 mit der Kernwechselwir-
kung W = 1/R ergibt sich aus Gl (21), wenn man dort setzt

~ ~ 1 1 1~
ki=<%|—54‘*7;—ﬁl<}9i>

~ ~ 1 1~

Vi=<¢i|~7n—7b|¢i>- (22)

Fiir den Grundzustand néhern wir die Funktion @, im Rahmen der MO-LCAO-
Theorie an durch die Linearkombination

~ 1
= BET S (Pa + @) (23)
mit den 1s-Atomfunktionen
T _, 1T,
Qo= |/ —e und oy = —‘/;e b (24)

in den Zentren a und b. Zur Losung sind die Integrale

S = {pa| pv) =e—R<1 + R +§)
A= Cgal ooy = eB(1 + B

C = (gl |gad = F 1 — 2R (1 + R)] (25)

notig. Das Ergebnis liefert eine Energiekurve, wie sie in Fig. 1 neben der normalen
MO-LCAO-Rechnung nach Gl. (3) und den Funktionen GI.(23) und (24) auf-
gezeichnet ist. Der Gleichgewichtsabstand R, ergibt sich zu 2,0 at. E. und die
Energie ist dort E,= — 0,657 at. E. (1 atomare Energieeinheit ist 27,21 eV},
gegeniiber den experimentellen Werten Ry = 2,0 at. E. und E;= — 0,60 at. E.
Die Verbesserung gegeniiber der konventionellen MO-LCAO-Rechnung [2]
(R, = 2,65; B, = — 0,566) ist offensichtlich.

Das Wasserstoffmolekiil H,

Bei der Behandlung des H,-Molekiils kommt erschwerend die Elektronenwech-
selwirkung hinzu, die wir im Rahmen der MO-LCAO-Néherung durch ein Ab-

schirmpotential beriicksichtigen. Mit der effektiven Kernladungszabl A wird die
Elektronenenergie 4; und der Mittelwert der potentiellen Energie V; fiir Molekiile
mit gleichen Atomen anstelle von Gl. (22)

~ ~ 1 A A~

hi=<(}7il~§A *Ta**g|¢i>

it ~ Y} Aoy~

Vi=< @il = = —=#i> ; (26)

Ta
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auch in den Atomfunktionen ist das Abschirmpotential zu beriicksichtigen. Die
Gesamtenergie des Molekiils errechnet sich dann durch einfache Addition der
Einelektronenenergien. Fiir H, wird einschlieBlich der Kernwechselwirkung

&P = 2F® | 27

1. Ohne Elektronenwechselwirkung, also mit A = 1,#n = 2und W = 1/ R ergibt
sich nach GL (21), (26) und (27) die Energiekurve des Molekiils, wie sie in Fig. 1
dargestellt ist. Bei Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich fiir den Abstand
Ry, = 1,25 at. E., fir die Energie F; = — 1,43 at. E., die experimentellen Werte
sind 1,4 at. B. bzw. — 1,17 at. E. Die Energie rutscht also viel zu tief, da die
Elektronenwechselwirkung gar nicht beriicksichtigt wurde. Sie liegt aber doch tiber
der Kurve, die sich aus der klassischen MO-LCAO ohne Abschirmung ergibt.

z
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Fig. 1. Kurve (1): H:Normale MO-LCAO-Rechnung ?; nach Gl (3). Kurve (2): H; Verbesserte MO-LCAO mit

?53) nach GL (21). XKurve (8): H, Verbesserte MO-LCAO mit '?(13) und der Abschirmung ¢ = 0. Kurve (4): H,
Normale MO-LCAO-Rechnung ; nach Gl. (3)

2. Fiihren wir nun die Elektronenwechselwirkung in Form eines Abschirm-
feldes nach SLATER ein und setzen fiir

A=Z—¢, (28)
wo Z die Kernladungszahl und ¢ die Abschirmzahl ist, so ergibt sich fiir
5 A2 y
hi = — 7~1M+S(O—I—A)
= A

mit
XZ
Sze—X<1+X+—3«>, wo X = AR
0= F[— X (14 X)
A=l + X)X . (30)
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Wir justieren etwa den Elektronenwechselwirkungsparameter ¢ bzw. A nach dem
von SLATER angegebenen Wert fiir das vereinigte Atom He (0y5 = 0,3). Es ergibt
sich nach Gl. (26), wenn wir B — 0 gehen lassen

hi(B—0) = (i —-—A - 1%, (31)

—1,’) T T T T T T T
10 15 20 25 30 35 4,0

R{at.E] —
Fig. 2. Energiekurven fiir Hy; verbesserte Rechnung mit &3 @ nach Gl. (21) mit verschiedenen Abschirmzahlen a.
Die gestrichelte Kurve ist der e‘(penmentell gefundene Verlauf
so daf} also
Ie=24=2-03=17

oder

A=085 bzw. c=0,15 (32)
wird. Rechnungen mit diesem oder einem &hnlichen o-Wert zeigt die Fig. 2. Fir
o = 0,15 ergibt sich etwa ein Gleichgewichtsabstand von R, = 1,568 at. E. und

1

-104 & =100

i =100
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3 = 3
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Fig. 8. Energiekurven fiir H, in verschiedenen N#herungen: Durchgezogene Kurven: normale MO-LCAO mit
abstandsabhingigen o nach Gl (33) mit verschiedenen Parameterwerten «. Punktierte Kurven: verbesserte MO-
LCAO mit abstandsabhingigen ¢ mit verschiedenen Parameterwerten «. Gestrichelte Kurve: Experimentell ge-
fundener Verlauf

eine Energie von B, = — 1,27 at. E. Die Abweichungen der Kurve fiir andere Ab-
stindemogen am Weglassen des differentiellen Gliedes Gl. (19) liegen, das die Rech-
nung streng nur bei (leichgewichtsbedingungen und bei unendlich groBlen Kern-
abstinden R gelten lait.
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3. Als néchster Schritt wire eine Untersuchung interessant, wo die Abschir-
mung ¢ abstandsabhéngig gehalten wird. Wie wir oben sahen, ist fiir das vereinigte
Atom o = 0,15, fir getrennte Atome 2 H wird o = 0. Es liegt also nahe, fiir Ab-
stdnde, die dazwischen liegen, R-abhéngige Abschirmzahlen einzufiihren. Setzen

wir danach etwa
P

+ R

Jo= 1= 2 (v etwa 0,15) (33)

ein Ausdruck, der fiir jedes o die richtigen 1-Werte im Hamilton-Operator in den
Grenzfillen B — O oder oo gibt, so erhélt man fiir verschiedene Werte « in Fig. 3
dargestellte Energiekurven, wie sie sich einerseits aus der normalen MO-LCAO-
Theorie nach Gl. (3), andererseits aus unserer verbesserten Theorie nach Gl. (21)
ergeben. Es sei darauf hingewiesen, dafl mit dem Ansatz Gl. (33) die effektive
Kernladungszahl in den Funktionen beim Ubergang zum vereinigten Atom nur
die Halfte des richtigen Wertes erreicht. Man beobachtet, dafi die Lage des Kur-
venminimums von o unabhéngig ist. Andere v-Werte, wie » = 0,075, ergeben
keine wesentliche Verbesserung.

Diskussion der Ergebnisse

Die in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagenen Verbesserungen der einfachen
MO-LCAO-Theorie, bei der die Elektronenwechselwirkung in Form eines Ab-
schirmpotentials beriicksichtigt ist, lassen sich in drei Naherungsstufen einteilen,
ohne dal in diesem Ordnungsprinzip von vornherein eine Aussage iber deren
Giite enthalten sein soll. Es sind dies die

1. Stufe: LCAO mit abstandsabhéngiger Abschirmzahl o, definiert etwa durch
Gl. (33) mit zwei justierbaren Parametern », «. Rechnung s. Fig. 3.

2. Stufe: LCAO mit dem hier beschriebenen verbesserten Energieausdruck
2® nach Gl. (21) mit fester, von R unabhingiger Abschirmzahl ¢ (ein Parameter).
Rechnung s. Fig. 2.

3. Stufe: LCAO mit den verbesserten Energiewerten ¢® und abstandsab-
héngig formulierter Abschirmzahl (zwei Parameter », «). Rechnung s. Fig. 3.

Um einen Vergleich der drei beschriebenen Methoden anstellen zu kénnen; neh-
men wir als Kriterium fiir die Giite der Naherung eher das MaB, inwieweit die
experimentellen Gréfen Gleichgewichtsabstand Ry und -energie K, des Wasser-
stoffmolekiils durch die Theorie gleichzeitig reproduziert werden, als etwa die
Frage, ob der ganze Verlauf der Energiekurve gut angepafit wird. Durch das Weg-
lassen des differentiellen Gliedes Gl. (19) haben wir uns ja in der Theorie nur auf
die Verhéltnisse bei Gleichgewichtsbedingungen beschrankt. Vergleichen wir nun
die Néaherungsstufe 1 und 2 unter diesem Gesichtspunkt mit den experimentellen
Werten, so 1486 sich feststellen, dafl Stufe 2 bessere Werte fiir B, und E, liefert,
obwohl letztere mit nur einem Parameter auskommt. Dasg gilt natiirlich nur inso-
weit, als wir mit dem in GI. (33) gemachten Ansatz fiir die Funktion ¢ (R) rechnen.
Ein anderer Ansatz mag zu einem besseren Ergebnis zugunsten der Stufe 1 kom-
men. Stufe 3 liefert im Vergleich zu 2 zwar eine geringfiigige Verbesserung des
Gleichgewichtsabstandes R, jedoch geht diese auf Kosten einer wesentlichen Ver-
schlechterung der Gleichgewichtsenergie, obwobl die Parameterzahl erhoht wird.
Damit ist auch Stufe 2 der Stufe 3 vorzuziehen, so dal wir die hier entwickelte
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Methode des Uberwilzens der Kernwechselwirkung auf die potentielle Elektronen-
energie als eine Verbesserung der MO-LCAO-Theorie betrachten diirfen, die ohne
Einfithrung weiterer Parameter erreicht wird und, wie wir gesehen haben, auch
bessere Werte liefert, als ein mehrparametriger Ansatz nach GI. (33).

Es bleibt zu untersuchen, ob die vorliegende Methode durch eine andere Wahl
der Ansétze oder die Aufhebung einiger Vernachldssigungen noch verbesserungs-

fahig ist. Man kann etwa

1. einen besseren Mittelwert fiir ¢; und z{® anstelle von Gl. (16) suchen,

5&d
2. das differentielle Glied 633

3. eine bessere Funktion fiir ¢ (R) statt Gl. (33) wéahlen.

Auf diese Probleme soll hier nicht mehr eingegangen werden. Es ist fraglich,
ob die Methode auf diese Weise im Rahmen eines verniinftigen Rechenaufwandes
noch zu verbessern ist. Es ist dariiber hinaus zu bedenken, dafl die MO-LCAO-
Methode eine vereinfachte Form der Einteilchennéherung ist und als solche die
Verhiiltnisse nur sehr grob darstellen kann, so daf weitere Verbesserungen der
Struktur des Verfahrens nicht mehr gerecht werden. Es sei nur darauf hingewiesen,
dafl der hier entwickelte Formalismus auch fiir schwerere zweiatomige Molekiile
und im Prinzip auch fir polyatomare Gebilde anwendbar ist, deren Berechnung
im Rahmen hherer MO-Néaherungen (etwa der ASMO) zu kompliziert wird.

in GL (17) beriicksichtigen oder
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